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Анотацiї

Бельмас Сергiй. Стабiлiзацiя одного класу нелiнiйних систем

з виходом. У цiй роботi вивчається задача стабiлiзацiї одного класу нелi-

нiйних систем з виходом. Для аналiзу стiйкостi використано метод функцiї

Ляпунова. Знаходження функцiї Ляпунова та стабiлiзуючого керування

основане на методi покрокової стабiлiзацiї (бекстепiнгу). Побудовано спо-

стерiгач для оцiнки невимiрюваної змiнної. Проведено комп’ютерну симу-

ляцiю для демонстрацiї ефективностi отриманого пiдходу.

Ключовi слова: стабiлiзацiя, нелiнiйнi системи з виходом, керування

динамiчними системами, методи стабiлiзацiї, теорiя керування, метод фун-

кцiї Ляпунова.

Belmas Serhii. Output stabilization of a class of nonlinear sys-

tems. The problem of stabilizing a certain class of nonlinear systems with

output is studied in this work. The Lyapunov function method is employed

for the stability analysis. The construction of the Lyapunov function and the

stabilizing control law is based on the backstepping technique. An observer

is designed to estimate an unmeasured state variable. A computer simulation

is performed to verify the effectiveness of the proposed control scheme.

Keywords: stabilization, nonlinear systems with output, dynamic sys-

tems control, stabilization methods, control theory, Lyapunov function

method.
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Вступ

У сучаснiй теорiї керування нелiнiйними системами [1–6] особливе мiсце

займають задачi стабiлiзацiї систем з виходом. Такi системи часто зустрiча-

ються в рiзноманiтних галузях, включаючи робототехнiку, хiмiчнi процеси,

аерокосмiчнi та електромеханiчнi системи.

Iсторично проблема стабiлiзацiї систем з неповною iнформацiєю про стан

виникла ще в межах класичної лiнiйної теорiї керування, де було закладено

поняття спостережуваностi. Подальший розвиток теорiї просунувся в бiк

нелiнiйних моделей. Одним iз ключових пiдходiв у таких задачах стало

поєднання стабiлiзацiї з оцiнюванням стану за допомогою спостерiгачiв,

якi вiдтворюють невiдомi змiннi на основi доступних вимiрювань.

Особливу увагу вивченню нелiнiйних систем придiлили в працях, де за-

стосовувались бекстепiнг, а також побудова спостерiгачiв для оцiнки не-

вимiрюваних станiв [1, 2, 6]. Важливим кроком стала поява методу бексте-

пiнг [2], який заснований на покроковiй побудовi функцiй Ляпунова та ста-

бiлiзуючих керувань для пiдсистем меншої розмiрностi. Цей метод добре

зарекомендував себе в задачах, де необхiдна гнучка структура керування,

здатна адаптуватись до особливостей системи.

В останнi десятилiття активно розвиваються також пiдходи до стабiлi-

зацiї суттєво нелiнiйних систем з некерованим нестiйким першим набли-

женням [3–5] без використання рекурентної побудови функцiї Ляпунова та

керування, що дозволяє будувати простi класи керувань для систем ви-

сокої розмiрностi. У цих роботах розглядалися конкретнi класи систем —

наприклад, з полiномiальною або степеневою нелiнiйнiстю, що дозволяло

отримати гарантiї стiйкостi.
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У цiй роботi розглядається задача стабiлiзацiї двовимiрної системи з не-

лiнiйнiстю та невимiрюваними станами. Розв’язок отримано з використан-

ням методу бекстепiнгу. Спочатку побудовано керування, що залежить вiд

усiх фазових координат системи. Потiм, з використанням спостерiгача для

невимiрюваних компонентiв стану системи, отримано стабiлiзуюче керува-

ння. Таким чином, спостерiгач дозволив оцiнити внутрiшнi змiннi системи,

що недоступнi для прямого вимiрювання. Наведено модельнi приклади, що

наочно демонструють ефективнiсть отриманого керування.



Роздiл 1

Постановка задачi

Розглянемо систему:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑓1(𝑥1),

�̇�2 = 𝑢,

𝑦 = 𝑥1.

(1.1)

де:

� 𝑥1, 𝑥2 ∈ R — стан системи,

� 𝑢 ∈ R — керування,

� 𝑓1(𝑥1) — неперервно диференцiйовна функцiя, 𝑓1(0) = 0,

� 𝑦 — вимiрювана величина (вихiд).

Припущення 1.1. Будемо вважати, що виконується наступна нерiвнiсть

|𝑓1(𝑥1)| ≤ |𝑥1|𝑘1(𝑥1), (1.2)

де 𝑘1(𝑥1) — це вiдома невiд’ємна гладка функцiя.

Мета: Розробити закон керування, що забезпечить глобальну асимпто-

тичну стiйкiсть нульової точки спокою (НТС) системи в такому виглядi:⎧⎪⎨⎪⎩�̇� = 𝜂(𝑧, 𝑦), 𝑧 ∈ R,

𝑢 = 𝑢(𝑧, 𝑦).
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Роздiл 2

Розробка закону керування

Спочатку побудуємо керування, що залежить вiд усiх змiнних системи.

Скористуємось методом рекурентної стабiлiзацiї — бекстепiнгом [2], який

дозволяє побудувати функцiю Ляпунова та стабiлiзуюче керування.

Розглянемо окремо перше рiвняння системи, яке запишемо у виглядi

�̇�1 = 𝑥*2 + 𝑥2 − 𝑥*2 + 𝑓1(𝑥1). (2.1)

Будемо дивитись на 𝑥*2 як на допомiжне керування. Знайдемо 𝑥*2 як фун-

кцiю вiд 𝑥1 так, щоб стабiлiзувати нульову точку спокою рiвняння

�̇�1 = 𝑥*2 + 𝑓1(𝑥1). (2.2)

Вiзьмемо функцiю Ляпунова для рiвнянь (2.1) та (2.2) у виглядi

𝑉1(𝑥1) =
1

2
𝑥21.

Виберемо наступне допомiжне керування 𝑥*2 = −𝑥1(2+𝑘1(𝑥1)), тодi похiдна

функцiї 𝑉1(𝑥1) в силу системи (2.2) прийме вигляд

�̇�1(𝑥1) = 𝑥1�̇�1 = 𝑥1(𝑥
*
2 + 𝑓1(𝑥1)) ≤ −2𝑥21 − 𝑥21𝑘1(𝑥1) + 𝑥21𝑘1(𝑥1) = −2𝑥21 < 0

при 𝑥1 ̸= 0. Отже, керування 𝑥*2 = −𝑥1(2 + 𝑘1(𝑥1)) стабiлiзує НТС системи

(2.2).

Використаємо знайдене допомiжне керування 𝑥*2 для стабiлiзацiїї вихiд-
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ної системи. Повернемось до першого рiвняння вихiдної системи (1.1), яке

має вигляд (2.1). Знайдемо похiдну функцiї 𝑉1(𝑥1) в силу рiвняння (2.1):

�̇�1(𝑥1) = 𝑥1�̇�1 = 𝑥1(𝑥
*
2 + 𝑥2 − 𝑥*2 + 𝑓1(𝑥1)).

Перепишемо у виглядi

�̇�1(𝑥1) = 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2 + 𝑓1(𝑥1)) + 𝑥1𝑥
*
2.

Використаємо (1.2), що дає:

�̇�1(𝑥1) ≤ 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + 𝑥21𝑘1(𝑥1) + 𝑥1(−𝑥1(2 + 𝑘1(𝑥1))),

�̇�1(𝑥1) ≤ −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2).

Розглянемо наступну функцiю Ляпунова для системи з двох рiв-

нянь (1.1):

𝑉2 = 𝑉1 +
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2.

Тодi

�̇�2 = −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + (𝑥2 − 𝑥*2)(𝑢− �̇�*2).

Запишемо у виглядi

�̇�2 = −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + (𝑥2 − 𝑥*2)

(︂
𝑢− 𝑑𝑥*2

𝑑𝑥1
(𝑥2 + 𝑓1(𝑥1))

)︂
.

З використанням умови (1.2) отримуємо

�̇�2 ≤ −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ |𝑥2 − 𝑥*2|
⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
(|𝑥2|+ |𝑥1|𝑘1(𝑥1)).

Зауважимо, що⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
(1 + 𝑘1(𝑥1)) = |2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|(1 + 𝑘1(𝑥1)).
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Далi користуємось нерiвнiстю

|𝑥2| ≤ |𝑥2 − 𝑥*2|+ |𝑥*2| = |𝑥2 − 𝑥*2|+ |𝑥1|(2 + 𝑘1(𝑥1)).

Тодi

�̇�2 ≤− 2𝑥21 + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + |𝑥2 − 𝑥*2|
(︁
|𝑥2 − 𝑥*2|

+ |𝑥1|
(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀)︁
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|(1 + 𝑘1(𝑥1))

або, пiсля перетворення, маємо

�̇�2 ≤− 2𝑥21 + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ (𝑥2 − 𝑥*2)
2|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+ |𝑥1||𝑥2 − 𝑥*2|

(︁(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+ 1
)︁
.

Вiдмiтимо, що

𝑎𝑏 = (
√
2𝑎)

(︂
1√
2
𝑏

)︂
≤ 1

2

(︃
(
√
2𝑎)2 +

(︂
1√
2
𝑏

)︂2
)︃

= 𝑎2 +
1

4
𝑏2

для будь-яких дiйсних 𝑎 та 𝑏. Звiдки отримаємо нерiвнiсть:

|𝑥1||𝑥2 − 𝑥*2|
(︁(︀

3 + 𝑘1(𝑥1)
)︀
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+ 1
)︁

≤𝑥21 +
1

4
(𝑥2 − 𝑥*2)

2
(︁(︀

3 + 𝑘1(𝑥1)
)︀
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+ 1
)︁2
.

Тодi:

�̇�2 ≤ −𝑥21 + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ (𝑥2 − 𝑥*2)
2|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+
1

4
(𝑥2 − 𝑥*2)

2
(︁(︀

3 + 𝑘1(𝑥1)
)︀
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+ 1
)︁2
.
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В еквiвалентнiй формi остання нерiвнiсть має вигляд

�̇�2 ≤− 𝑥21 + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ (𝑥2 − 𝑥*2)
2

(︂
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+

1

4

(︁(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+ 1
)︁2)︂

або

�̇�2 ≤ −𝑥21 + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ (𝑥2 − 𝑥*2)
2𝛽1(𝑥1),

де 𝛽1(𝑥1) > 0 — неперервна i така, що

𝛽1(𝑥1) ≥|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘
′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+
1

4

(︁(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘

′
1(𝑥1)|

(︀
1 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
+ 1
)︁2
.

Виберемо керування 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2), де

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = −(𝑥2 − 𝑥*2)
(︀
1 + 𝛽1(𝑥1)

)︀
, (2.3)

тодi отримаємо

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝑥2) ≤ −𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)
2 < 0 (2.4)

при |𝑥1|+ |𝑥2| ≠ 0. Згiдно з методом функцiї Ляпунова НТС системи (1.1)

є глобально асимптотично стiйкою.

Знайдене стабiлiзуюче керування 𝑢(𝑥1, 𝑥2) вигляду (2.3) залежить вiд

невимiрюваної величини 𝑥2. На його основi в наступному роздiлi буде по-

будовано керування, що не залежить вiд 𝑥2.



Роздiл 3

Побудова спостерiгача

Ми маємо задачу побудувати керування, що залежить тiльки вiд 𝑥1,

тому побудуємо такий спостерiгач

�̇� = 𝑢− 𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑧 + 𝐿(𝑥1) + 𝑓1(𝑥1)),

де 𝐿(𝑥1) — це нелiнiйна функцiя (𝐿(0) = 0), що буде визначена пiзнiше, та
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
> 0.

Нехай 𝑒 = 𝑥2 − 𝐿(𝑥1)− 𝑧, тодi

�̇� = 𝑢− 𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑥2 + 𝑓1(𝑥1))− (𝑢− 𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑧 + 𝐿(𝑥1) + 𝑓1(𝑥1)))

або

�̇� = −𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒.

Введемо до розгляду функцiю Ляпунова 𝑉3 =
1

2
𝑒2, ї ї похiдна в силу вище

згаданого рiвняння:

𝑉3 = 𝑒�̇� = −𝑒2
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
< 0

при 𝑒 ̸= 0,
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
> 0. Отже, 𝑒(𝑡) → 0 при 𝑡 → +∞.

Використаємо керування (2.3) для побудови нового керування, що не

залежить явно вiд 𝑥2. Через те, що 𝑥2 недоступно для використання в

керуваннi, ми замiнюємо її на 𝑧 + 𝐿(𝑥1) в (2.3):

𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧) = −(𝑧 + 𝐿(𝑥1)− 𝑥*2)(1 + 𝛽1(𝑥1)). (3.1)

11
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Ми взяли нове керування, тому нерiвнiсть (2.4) змiнюється на

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)
2 +

𝜕𝑉2

𝜕𝑥2
(𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧)− 𝑢(𝑥1, 𝑥2))

або, в еквiвалентному виглядi,

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤− 𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)
2

+(𝑥2 − 𝑥*2)
(︀
− (𝑧 + 𝐿(𝑥1)− 𝑥*2) + 𝑥2 − 𝑥*2

)︀(︀
1 + 𝛽1(𝑥1)

)︀
чи просто

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)
2 + |𝑥2 − 𝑥*2||𝑒|

(︀
1 + 𝛽1(𝑥1)

)︀
.

Використовуємо нерiвнiсть

|𝑥2 − 𝑥*2||𝑒|(1 + 𝛽1(𝑥1)) ≤
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 +
1

2
𝑒2(1 + 𝛽1(𝑥1))

2,

тодi отримуємо

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 −
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 +
1

2
𝑒2(1 + 𝛽1(𝑥1))

2.

Складемо 𝑉3 та �̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧), що дає

𝑉3 + �̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 −
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 +
1

2
𝑒2(1 + 𝛽1(𝑥1))

2 − 𝑒2
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1

= −𝑥21 −
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 − 𝑒2
(︂
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
− 1

2
(1 + 𝛽1(𝑥1))

2

)︂
.

Визначимо 𝐿(𝑥1) як

𝐿(𝑥1) =
1

2
𝑥1 +

1

2

𝑥1∫︁
0

(1 + 𝛽1(𝑠))
2𝑑𝑠.
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Тодi

𝑉3 + �̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 −
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 − 1

2
𝑒2 < 0.

Як i ранiше, скористуємось методом функцiї Ляпунова.

Зазначимо, що 𝑉2 + 𝑉3 > 0, при |𝑥1|+ |𝑥2|+ |𝑧| ≠ 0 тому НТС системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑓1(𝑥1),

�̇�2 = 𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧),

�̇� = 𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧)− 𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑧 + 𝐿(𝑥1) + 𝑓1(𝑥1))

є глобально асимптотично стiйкою. Стабiлiзуюче керування (3.1) має ви-

гляд

𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1) + 𝑧) = −(𝑧 + 𝐿(𝑥1)− 𝑥*2)(1 + 𝛽1(𝑥1))

= −(𝑧 +
1

2
𝑥1 +

1

2

𝑥1∫︁
0

(1 + 𝛽1(𝑠))
2𝑑𝑠+ 𝑥1(2 + 𝑘(𝑥1)))(1 + 𝛽1(𝑥1)),

де 𝛽1(𝑥1) > 0 визначено в роздiлi 2.



Роздiл 4

Узагальнення задачi на випадок

двох доданкiв

Розглянемо узагальнену систему такого виду:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑓1(𝑥1),

�̇�2 = 𝑢+ 𝑓2(𝑥1, 𝑥2),

𝑦 = 𝑥1.

(4.1)

Ця система вiдрiзняється вiд системи (1.1) наявнiстю доданку 𝑓2(𝑥1, 𝑥2)

в правiй частинi. 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) — неперервно диференцiйовна функцiя, що не

обов’язково вiдома заздалегiдь, 𝑓2(0, 0) = 0.

Припущення 4.1. Будемо вважати, що виконується наступна нерiвнiсть

|𝑓2(𝑥1, 𝑥2)| ≤ (|𝑥1|+ |𝑥2|)𝑘2(𝑥1), (4.2)

де 𝑘2(𝑥1) — вiдома невiд’ємна гладка функцiя.

Розробка закону керування

Аналогiчно до роздiлу 2, знайдемо спочатку керування, що залежить вiд

𝑥1 та 𝑥2. Перше рiвняння системи (4.1) таке ж саме, як i перше рiвняння

системи (1.1), отже функцiя Ляпунова для нього

�̇�1(𝑥1) ≤ −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2),

де 𝑥*2 = −𝑥1(2 + 𝑘1(𝑥1)).

14
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Розглянемо функцiю Ляпунова для вихiдної системи з двох рiвнянь

(4.1):

𝑉2 = 𝑉1 +
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2.

Звiдки маємо

�̇�2 = −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + (𝑥2 − 𝑥*2)(𝑢+ 𝑓2(𝑥1, 𝑥2)− �̇�*2).

Перепишемо у виглядi

�̇�2 = −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + (𝑥2 − 𝑥*2)
(︀
𝑢+ 𝑓2(𝑥1, 𝑥2)−

𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

(𝑥2 + 𝑓1(𝑥1))
)︀
.

Використаємо умови (1.2) та (4.2), отримаємо

�̇�2 ≤− 2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ |𝑥2 − 𝑥*2|(|𝑥1|+ |𝑥2|)𝑘2(𝑥1)+

|𝑥2 − 𝑥*2|
⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
(|𝑥2|+ |𝑥1|𝑘1(𝑥1)).

Оберемо будь-яке неперевне 𝛼2(𝑥1) ≥ 0 таке, що

𝛼2(𝑥1) ≥𝑘2(𝑥1) +

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
(1 + 𝑘1(𝑥1))

=𝑘2(𝑥1) + |2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘
′
1(𝑥1)|(1 + 𝑘1(𝑥1)).

Зауважимо, що⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
(|𝑥2|+ |𝑥1|𝑘1(𝑥1)) ≤

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
(|𝑥1|+ |𝑥2|+ |𝑥1|𝑘1(𝑥1) + |𝑥2|𝑘1(𝑥1))

=

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥*2
𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
((1 + 𝑘1(𝑥1))(|𝑥1|+ |𝑥2|)).

Отже, маємо

�̇�2 ≤ −2𝑥21 + 𝑥1(𝑥2 − 𝑥*2) + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ |𝑥2 − 𝑥*2|(|𝑥2|+ |𝑥1|)𝛼2(𝑥1).

Як бачимо, ми отримали вираз, з яким можно провести аналогiчнi дiї,
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що й з виразом з роздiлу 2.

Отже, скориставшись нерiвнiстю

|𝑥2| ≤ |𝑥2 − 𝑥*2|+ |𝑥*2| = |𝑥2 − 𝑥*2|+ |𝑥1|(2 + 𝑘1(𝑥1)),

отримаємо

�̇�2 ≤ −2𝑥21+(𝑥2−𝑥*2)𝑢+(𝑥2−𝑥*2)
2𝛼2(𝑥1)+|𝑥1||𝑥2−𝑥*2|

(︀
(3+𝑘1(𝑥1))𝛼2(𝑥1)+1

)︀
.

Також використаємо нерiвнiсть

𝑎𝑏 = (
√
2𝑎)

(︂
1√
2
𝑏

)︂
≤ 1

2

(︃
(
√
2𝑎)2 +

(︂
1√
2
𝑏

)︂2
)︃

= 𝑎2 +
1

4
𝑏2

для будь-яких дiйсних 𝑎 та 𝑏. Приходимо до наступного

|𝑥1||𝑥2−𝑥*2|
(︀
(3+𝑘1(𝑥1))𝛼2(𝑥1)+1

)︀
≤ 𝑥21+

1

4
(𝑥2−𝑥*2)

2
(︀
(3+𝑘1(𝑥1))𝛼2(𝑥1)+1

)︀2
.

Маємо оцiнку

�̇�2 ≤ −𝑥21 + (𝑥2 − 𝑥*2)𝑢+ (𝑥2 − 𝑥*2)
2𝛽2(𝑥1),

де функцiя 𝛽2(𝑥1) > 0 — неперервна i така, що

𝛽2(𝑥1) ≥ 𝛼2(𝑥1) +
1

4

(︀
(3 + 𝑘(𝑥1))𝛼2(𝑥1) + 1

)︀2
.

Виберемо керування 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2), де

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = −(𝑥2 − 𝑥*2)(1 + 𝛽2(𝑥1)), (4.3)

тодi отримуємо

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝑥2) ≤ −𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)
2 < 0 (4.4)

при |𝑥1|+ |𝑥2| ≠ 0.
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Побудова спостегiгача

Аналогiчно до роздiлу 3, побудуємо спостерiгач такого вигляду:

�̇� = 𝑢− 𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑧 + 𝐿(𝑥1) + 𝑓1(𝑥1)),

де 𝐿(𝑥1) — нелiнiйна функцiя, яка буде визначена пiзнiше.

Нехай 𝑒 = 𝑥2 − 𝐿(𝑥1)− 𝑧, тодi

�̇� = �̇�2 −
𝑑

𝑑𝑡
𝐿(𝑥1)− �̇� = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2)−

𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒.

Введемо функцiю Ляпунова таким чином 𝑉3 =
1

2
𝑒2, тодi її похiдна в

силу вiдповiдної системи має вигляд:

�̇�3 = 𝑒�̇� = 𝑒𝑓2(𝑥1, 𝑥2)−
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒2.

Оцiнимо |𝑒𝑓2(𝑥1, 𝑥2)| за допомогою (4.2):

|𝑒𝑓2(𝑥1, 𝑥2)| ≤ |𝑒|(|𝑥1|+ |𝑥2|)𝑘2(𝑥1).

Звiдки випливає:

𝑉3 ≤ |𝑒|(|𝑥1|+ |𝑥2|)𝑘2(𝑥1)−
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒2

або, враховуючи вигляд 𝑥*2 = −𝑥1(2 + 𝑘1(𝑥1)), отримуємо

𝑉3 ≤|𝑒|(|𝑥1|+ |𝑥2 − 𝑥*2|+ |𝑥*2|)𝑘2(𝑥1)−
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒2

=|𝑒|
(︁
|𝑥2 − 𝑥*2|+ |𝑥1|

(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀)︁
𝑘2(𝑥1)−

𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒2.

Отже,

𝑉3 ≤ |𝑒|(|𝑥1|+ |𝑥2 − 𝑥*2|)𝑘*2(𝑥1)−
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒2,
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де 𝑘*2(𝑥1) ≥ 0 — будь-яка неперервна функцiя така, що

𝑘*2(𝑥1) ≥ (3 + 𝑘1(𝑥1))𝑘2(𝑥1).

Застосуємо нерiвнiсть |𝑎𝑏| ≤ 1

4
𝑎2+𝑏2 до |𝑥1|(|𝑒|𝑘*2(𝑥1)) та |𝑥2−𝑥*2|(|𝑒|𝑘*2(𝑥1)):

𝑉3 ≤
1

4
(|𝑥1|2 + |𝑥2 − 𝑥*2|2) + 2(𝑘*2(𝑥1))

2𝑒2 − 𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
𝑒2.

Проведемо оцiнку на �̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) так само, як i в роздiлi 3:

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)
2 +

𝜕𝑉2

𝜕𝑥2
(𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧)− 𝑢(𝑥1, 𝑥2))

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤− 𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)
2+

(𝑥2 − 𝑥*2)
(︀
− (𝑧 + 𝐿(𝑥1)− 𝑥*2) + 𝑥2 − 𝑥*2

)︀(︀
1 + 𝛽2(𝑥1)

)︀
�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 − (𝑥2 − 𝑥*2)

2 + |𝑥2 − 𝑥*2||𝑒|
(︀
1 + 𝛽2(𝑥1)

)︀
.

Використовуємо нерiвнiсть

|𝑥2 − 𝑥*2||𝑒|(1 + 𝛽2(𝑥1)) ≤
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 +
1

2
𝑒2(1 + 𝛽2(𝑥1))

2,

що дає:

�̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −𝑥21 −
1

2
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 +
1

2
𝑒2(1 + 𝛽2(𝑥1))

2,

де 𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧) задається (4.3).

Складемо 𝑉3 та �̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧), що дає

𝑉3 + �̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤− 3

4
𝑥21 −

1

4
(𝑥2 − 𝑥*2)

2

−𝑒2
(︂
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
− 1

2
(1 + 𝛽2(𝑥1))

2 − 2(𝑘*2(𝑥1))
2

)︂
.
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Визначимо 𝐿(𝑥1) як

𝐿(𝑥1) =
1

2
𝑥1 +

𝑥1∫︁
0

(︁
2(𝑘*2(𝑠))

2 + (1 +
1

2
𝛽2(𝑠))

2
)︁
𝑑𝑠.

Тодi

𝑉3 + �̇�2|𝑢=𝑢(𝑥1,𝐿(𝑥1)+𝑧) ≤ −3

4
𝑥21 −

1

4
(𝑥2 − 𝑥*2)

2 − 1

2
𝑒2 < 0,

при |𝑥1|+ |𝑥2|+ |𝑧| ≠ 0.

Зазначимо, що 𝑉2 + 𝑉3 > 0, при |𝑥1|+ |𝑥2|+ |𝑧| ≠ 0, тому НТС системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑓1(𝑥1),

�̇�2 = 𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧) + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2),

�̇� = 𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧)− 𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑧 + 𝐿(𝑥1) + 𝑓1(𝑥1))

є глобально асимптотично стiйкою. Стабiлiзуюче керування має вигляд

𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧) = −(𝑧 + 𝐿(𝑥1)− 𝑥*2)(1 + 𝛽2(𝑥1)) =

−
(︂
𝑧 +

1

2
𝑥1 +

𝑥1∫︁
0

(︁
2[𝑘*2(𝑠)]

2+
(︀
1 +

1

2
𝛽2(𝑠)

)︀2)︁
𝑑𝑠+

𝑥1

(︁
2 + 𝑘1(𝑥1)

)︁)︂(︁
1 + 𝛽2(𝑥1)

)︁
.



Роздiл 5

Числове моделювання

5.1. Приклад 1

Для побудови першого прикладу вiзьмемо 𝑓1(𝑥) = 𝑥21. Тодi система ви-

глядає як ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑥21,

�̇�2 = 𝑢,

𝑦 = 𝑥1.

Щоб показати справедливiсь умови (1.2) для 𝑓1(𝑥), вiзьмемо 𝑘1(𝑥1) =
1

2
(1+

𝑥21). Нагадаємо, що

|𝑥1| ≤
1

2
(1 + 𝑥21).

Маємо

|𝑓1(𝑥1)| = |𝑥1||𝑥1| ≤ |𝑥1|
1

2
(1 + 𝑥21) = |𝑥1|𝑘1(𝑥1).

Неважко обчислити наступнi величини:

|2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘
′(𝑥1)| (1 + 𝑘1(𝑥1)) =

1

4
(3𝑥21 + 5)(𝑥21 + 3),

𝛽1(𝑥1) =
1

4
(3𝑥21 + 5)(𝑥21 + 3) +

1

4

(︂
1

8
(7 + 𝑥21)(3𝑥

2
1 + 5)(𝑥21 + 3) + 1

)︂2

.

𝐿(𝑥1) =
1

2
𝑥1 +

1

2

𝑥1∫︁
0

(1 + 𝛽1(𝑠))
2𝑑𝑠,

20
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𝐿(𝑥1) =
1

2
𝑥1 +

1

2

𝑥1∫︁
0

(︃
1 +

1

4
(3𝑠2 + 5)(𝑠2 + 3)

+
1

4

(︂
1

4
(3 + 𝑠)(3𝑠2 + 5)(𝑠2 + 3) + 1

)︂2
)︃2

𝑑𝑠.

Випишемо стабiлiзуюче керування

𝑢1(𝑥1, 𝑧) = −

⎛⎝𝑧 +
1

2
𝑥1 +

1

2

𝑥1∫︁
0

(︃
1 +

1

4
(3𝑠2 + 5)(𝑠2 + 3)

+
1

4

(︂
1

4
(3 + 𝑠)(3𝑠2 + 5)(𝑠2 + 3) + 1

)︂2
)︃2

𝑑𝑠

+
1

2
𝑥1(5 + 𝑥21)

)︂
·
(︂
1 +

1

4
(3𝑥21 + 5)(𝑥21 + 3)

+
1

4

(︂
1

4
(3 + 𝑥1)(3𝑥

2
1 + 5)(𝑥21 + 3) + 1

)︂2
)︃
.

Для одного i того ж набору значень {𝑥1(0), 𝑥2(0)} побудуємо графiки тра-

екторiй системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑥21,

�̇�2 = 𝑢1(𝑥1, 𝑧),

�̇� = 𝑢1(𝑥1, 𝑧)−
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑧 + 𝐿(𝑥1) + 𝑥21)

для рiзних значень 𝑧(0). Вiдповiднi початковi точки (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) вка-

занi пiд рисунками. На цих рисунках видно, що вiдповiднi розв’язки 𝑥1(𝑡)

та 𝑥2(𝑡) прямують до 0 при зростаннi 𝑡 для рiзних значень 𝑧(0).
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Рис. 5.1: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (1; 1; 1)

Рис. 5.2: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (1; 1; 0)
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Рис. 5.3: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (1; 1;−1)

Рис. 5.4: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (1; 1;−1)

На рисунках можемо побачити, що траекторiя 𝑧(𝑡), хоча i зазнає велике

вiдхилення спочатку, прямує до 0 при рiзних початкових значеннях 𝑧(0).
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5.2. Приклад 2

Ускладнимо систему з попереднього прикладу, додавши в праву частину

другого рiвняння 𝑓2(𝑥) = 𝑥1𝑥2 sin𝑥1 + 𝑥2. Тодi система виглядає як⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑥21,

�̇�2 = 𝑢+ 𝑥1𝑥2 sin (𝑥1 + 𝑥2),

𝑦 = 𝑥1.

Як i в першому прикладi, вiзьмемо 𝑘1(𝑥1) =
1

2
(1+𝑥21). Щоб показати спра-

ведливiсь умови (4.2) для 𝑓2(𝑥), вiзьмемо 𝑘2(𝑥1) =
√︁
𝑥21 + 1. Тодi:

|𝑓2(𝑥1, 𝑥2)| = 𝑥1𝑥2 sin (𝑥1 + 𝑥2) ≤ |𝑥1||𝑥2|

≤ |𝑥2|
√︁

𝑥21 + 1 ≤ (|𝑥1|+ |𝑥2|)
√︁

𝑥21 + 1.

Неважко обчислити наступнi величини:

𝛼2(𝑥1) =𝑘2(𝑥1) + |2 + 𝑘1(𝑥1) + 𝑥1𝑘
′
1(𝑥1)|(1 + 𝑘1(𝑥1))

=
√︁

𝑥21 + 1 +
1

4
(3𝑥21 + 5)(𝑥21 + 3),

𝛽2(𝑥1) = 𝛼2(𝑥1) +
1

4

(︀
(3 + 𝑘1(𝑥1))𝛼2(𝑥1) + 1

)︀2
,

𝛽2(𝑥1) =
√︁
𝑥21 + 1 +

1

4
(3𝑥21 + 5)(𝑥21 + 3) +

1

4

(︁(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀√︁
𝑥21 + 1

+
1

4

(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
(3𝑥21 + 5)(𝑥21 + 3) + 1

)︁2
,

𝑘*2(𝑥1) =
(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀
𝑘2(𝑥1) =

(︀
3 +

1

2
(1 + 𝑥21)

)︀(︂√︁
𝑥21 + 1

)︂
,
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𝐿(𝑥1) =
1

2
𝑥1 +

𝑥1∫︁
0

(︁
2(𝑘*2(𝑠))

2 +
(︀
1 +

1

2
𝛽2(𝑠)

)︀2)︁
𝑑𝑠.

Отже,

𝐿(𝑥1) =
1

2
𝑥1 +

𝑥1∫︁
0

(︃
2

[︂(︂
3 +

1

2

(︁
1 + 𝑠2

)︁)︂√︀
𝑠2 + 1

]︂2
+

(︂
1 +

1

2

√︀
𝑠2 + 1 +

1

8

(︀
3𝑠2 + 5

)︀(︀
𝑠2 + 3

)︀
+
1

8

[︂(︀
3 + 𝑘1(𝑠)

)︀√︀
𝑠2 + 1 +

1

4

(︀
3 + 𝑘1(𝑠)

)︀(︀
3𝑠2 + 5

)︀(︀
𝑠2 + 3

)︀
+ 1

]︂2)︃2)︃
𝑑𝑠.

Випишемо стабiлiзуюче керування

𝑢(𝑥1, 𝐿(𝑥1) + 𝑧) = −

(︃
𝑧 +

1

2
𝑥1 +

𝑥1∫︁
0

(︃
2

[︂(︂
3 +

1

2

(︁
1 + 𝑠2

)︁)︂√︀
𝑠2 + 1

]︂2
+

(︂
1 +

1

2

√︀
𝑠2 + 1 +

1

8

(︀
3𝑠2 + 5

)︀(︀
𝑠2 + 3

)︀
+
1

8

[︂(︀
3 + 𝑘1(𝑠)

)︀√︀
𝑠2 + 1 +

1

4

(︀
3 + 𝑘1(𝑠))

(︀
3𝑠2 + 5)(𝑠2 + 3) + 1

]︂2)︃2)︃
𝑑𝑠

+ 𝑥1

(︁
2 + 𝑘1(𝑥1)

)︁)︃(︃
1 +

√︁
𝑥21 + 1 +

1

4

(︀
3𝑥21 + 5

)︀(︀
𝑥21 + 3

)︀
+

1

4

[︂(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀√︁
𝑥21 + 1 +

1

4

(︀
3 + 𝑘1(𝑥1)

)︀(︀
3𝑥21 + 5

)︀(︀
𝑥21 + 3

)︀
+ 1

]︂2)︃
.

Для початкової точки (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)), що вказана пiд рисунками, по-

будуємо графiки траекторiй системи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�1 = 𝑥2 + 𝑥21,

�̇�2 = 𝑢1(𝑥1, 𝑧) + 𝑥1𝑥2 sin (𝑥1 + 𝑥2),

�̇� = 𝑢1(𝑥1, 𝑧)−
𝑑𝐿(𝑥1)

𝑑𝑥1
(𝑧 + 𝐿(𝑥1) + 𝑥21)
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для рiзних значень 𝑧(0).

Рис. 5.5: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (−1; 1; 1)

Рис. 5.6: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (−1; 1; 0)
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Рис. 5.7: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (−1; 1;−1)

Рис. 5.8: (𝑥1(0);𝑥2(0); 𝑧(0)) = (−1; 1;−1)

Видно, що траекторiя 𝑧(𝑡) має велике вiдхилення на початку, але швидко

стабiлiзується i прямує до 0 при рiзних початкових значеннях 𝑧(0).



Висновки

У данiй роботi було проведено дослiдження двовимiрної нелiнiйної

системи з виходом та розроблено закон керування, що залежить тiльки

вiд вимiрюваного стану та забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульової то-

чки спокою системи. Для оцiнки невимiрюваного стану системи побудовано

спостерiгач. Пiдхiд, що використано в цiй роботi, може бути застосовано

для дослiдження бiльш широкого класу нелiнiйних систем. Теоретичнi ре-

зультати пiдтвердженi чисельним моделюванням.
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